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Ecuaciones Diferenciales II. Examen IV

Ejercicio 1. Construye una retracción del espacio R3 en el conjunto

[0, 1]× [0, 1]× [0, 1]

Ejercicio 2. Demuestra que la solución maximal del problema

x′′ + 2x′ + x+ x3 = 0, x(0) = 1, x′(0) = 0

está definida en un intervalo que contiene a [0,∞[.

Ejercicio 3. Consideramos la sucesión de funciones {fn}n⩾0 definida por

fn : [0, 1] → R, fn(t) = 2n sen(2−net)

¿es uniformemente acotada? ¿es equicontinua?

Ejercicio 4. Dado λ ∈ R se considera la ecuación

x(t) =
1

2
x(1) + λ

∫ t

0

x(s) cos s ds, t ∈ [0, 1],

donde x : [0, 1] → R es una función continua.

a) Determina λ∗ > 0 de manera que esta ecuación tenga una única solución si
|λ| < λ∗.

b) Encuentra un número λ∗ ∈ R para el que la ecuación tiene más de una solución
si λ = λ∗.

Ejercicio 5. Dada la función

φ : ]0,∞[ −→ R

t 7−→ cos

(
1

t

)
¿es posible encontrar una ecuación diferencial en el plano de la que φ sea solución?

Observación. Se consideran ecuaciones del tipo ẋ = X(t, x) con X : R2 → R conti-
nua.

Ejercicio 6. Para cada ε ∈ R consideramos la ecuación

ẍ+ 3 senx = ε sen t.

Prueba:

a) Dado v ∈ R existe una única solución x(t; v, ε) que cumple x(0) = 0, ẋ(0) = v.
Además x(t; v, ε) está definida en todo R,

b) la función F : R2 → R, F (v, ε) = x(π; v, ε) es de clase C1,

c) existe ε∗ > 0 de manera que si |ε| < ε∗ entonces la ecuación tiene una solución
que cumple x(0) = x(π) = 0.
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